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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben
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Fir jede reelle Zahl t ist eine Funktionenschar f, gegeben durch

ft(X) =

t+In(x)

x>0

Weisen Sie nach, dass f, Null-, Extrem- und Wendestellen besitzt. Untersuchen Sie
auch das Verhalten fur x -0 und x — oo und zeichnen Sie den Graphen f, fir

0<x<5.(1LE =2cm)

Erklaren Sie, was in den Schritten 1 bis 3 im
nebenstehenden Kasten berechnet wird. Was be-
schreibt y in Zeile 3?

Ubertragen Sie die Rechnung auf den Punkt

(el‘t‘e“l) der Funktionenschar f (x) und inter-
pretieren Sie das Ergebnis.

Die Funktion f,, die x-Achse und die zur y-
Achse parallele Gerade durch den Hochpunkt
von f, umschlieRen eine endliche Fléache.
Bestimmen Sie deren Inhalt und interpretieren
Sie lhr Ergebnis.

Bestimmung einer besonderen Kurve:

Fur g,(x) = 2x* +tx® ist der Punkt

_34 20 e Tiefpunkt .
8 | 2048
1. x:—gt
8
2.t:—§x
3
27 8 4 4
3. y=—C (-Zx)4=-%x
y 2048( 3 ) 3

Léasst man den Graphen f, (siehe a) im Intervall [e? h] um die x-Achse rotieren, so

entsteht ein Rotationskdrper, der einer Rotweinkaraffe dhnelt.

Man kann jetzt das Volumen der Karaffe in Abhangigkeit zur Flllhéhe h berechnen.
Mdochte man zu einem gegebenen Volumen V dieser ,,Karaffe“ die Fillhéhe h
bestimmen, so gelangt man nach einigen Umformungsschritten zu folgender Glei-

chung:

2 +6z+10= (i+14,78)eZ
T

(mit z=1In(h))

Diese Gleichung ist mit den herkdmmlichen Mitteln algebraisch nicht l6sbar. Erldu-
tern Sie, wie man zumindest naherungsweise flr z eine Losung bestimmen konnte.
Begriinden Sie, dass es nicht fur jeden Wert von V eine Lésung geben kann.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung:
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Im Wesentlichen ist diese Aufgabe an traditionellen Fragestellungen orientiert. Sie erfordert einen
sicheren Umgang mit den Kalkilen der Analysis. Dabei missen gefundene Ergebnisse interpretiert
und Rechenwege erldutert werden. Da die Kenntnis des Begriffs der Ortskurve nicht vorausgesetzt
werden kann, soll dies im Aufgabenteil b) zunéchst an einem Beispiel erlutert und dann auf die ,,ei-
gentliche” Funktion Ubertragen werden. Im weiteren Verlauf der Aufgabe wird erwartet, dass man
Losungsansétze entwickelt, wenn herkdmmliche Rechenroutinen nicht zum gewinschten Erfolg fiih-

ren.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete LOsungen [

Bemerkungen

a. | Nullstellenberechnung, Bedingungen (z. B. f(x,)=0) 7

formulieren. Die entstehenden Gleichungen Iésen.
Extrema u. Wendepunkte: Bedingungen in Gleichungen

fassen (z. B. fir Extrema f/(x;)=0 A f/(xc) #0),ent-

stehende Gleichungen I6sen, Bedingungen lberprifen. Es
gibt nur Hochpunkte und keine Tiefpunkte.

Asymptoten als Grenzwert formulieren.

Ableitungen
1-t—In(x " 2In(x)+2t-3
f, ( )_—() f(x )_%
mroy  11—6t— 6Inx

Nullstelle N, (e /0); Extrema H,(e*" /e'™?)
3 3

Wendestellen: W, (e2 /Ee 2)

Asymptoten: Die x-Achse ist Asymptote fiir X — oo .

Fur x — 0 folgt, dass die y-Achse Asymptote ist.

10

Standardstoff
des Analysisun-
terrichtes, si-
cherer Umgang
mit Kurven-
scharen
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N

3

L

Die x-Koordinate des Tiefpunktes wird nach t aufgelést und | 2 5 Erkennen der 3
mit dieser Umformung der Parameter t aus der y-Koordinate angegebenen
eliminiert. Alle Tiefpunkte der Schar liegen daher auf dem Umformungs-
Graphen von'y aus Zeile 3 (Fachbegriff: Ortskurve). schritte  bzw.
Ubertragung auf das Beispiel: Ergebnisse und
1 ihre Interpreta-
x=e' o t=1-Inx;y=e"" o y="1 tion.
Die Hochpunkte der Schar liegen auf einer Hyperbel. Ortskurve  er-
kennen.
Richtiges Formulieren des gesuchten Integrals mit | 2 7 Anwendung der
oIt partiellen Integ-
I f,(x)dx = A. Ermittlung der passenden Stammfunktion ration.
—t
e
durch z. B. partielle Integration .
Flachenberechnung:
el—t .
t+In(x) 1 it 1 Im Ergebnis
A= J. (———=)dx =[tIn(x) + = (In(x))*]°, == . Das taucht der Pa-
- X 2 e 2 .
rameter t nicht
Ergebnis ist vom gewdahlten Parameter unabhéngig. mehr auf.
Interpretiert man die einzelnen Seiten der Gleichung als Erlauterung
. -V einer Losungs-
Funktionen [n(z) = 2> + 62 +10; t(z) = (— +14,78)e’] strategie. J
V4
und zeichnet deren Graphen in ein gemeinsames Koordina- v be-
tensystem, kann man ber den Schnittpunkt der Kurven eine neonmL%r;Sﬁgz_e
Losung finden. Ist V >14,78- 7, so gibt es keine Lésung. weg abwei9
Der Graph von t(z) verlauft dann namlich auf bzw. unter- chende, aber
halb der x-Achse, n(z)aber weiterhin immer oberhalb der dennoch zum
x-Achse. Ziel fuhrende
Ldsungen, sind
als gleichwertig
anzusehen.
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