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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben

Eine quadratische Pyramide (Grundkante 4 und Hohe 6) steht neben einer Stufe.

|
3. Achse

5 =(2.2,6)

Die Richtung der Sonnenstrahlen ist
v=[0.75,-2.5,-1]

o3

5t4

2. Achse

P P2 1 P3
- 6 4

B6 =([8,-10,0] B4 B2
1. Achse

Die Sonne scheint und wirft einen Schatten der Pyramide auf der Stufe. Die Richtung der

0.75
Sonnenstrahlenist v =| —2.5|.
-1
a. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die Spitze, die den Richtungsvektor
Vv hat (Sonnenstrahl durch die Spitze der Pyramide). Zeigen Sie, dass die Punkte
5 6.5
P=|-8| und Q =| —13 | auf dieser Geraden liegen, und erklaren Sie, wie man mit
2 0

Hilfe des Punktes Q entscheiden kann, welche Pyramidenflédchen in der Sonne liegen.
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5.2 4.4
b. Die Punkte | —4 | und | — 4 | liegen auf dem Schattenrand. Zeichnen Sie den Schatten
0 2

der Pyramide, nachdem Sie die noch fehlenden Punkte berechnet haben. Erldautern Sie
Ihren Lésungsweg.

C. Beschreiben Sie, wie man den Winkel berechnen kann, unter dem die Sonnenstrahlen
auf eine Pyramidenflache auftreffen. Bestimmen Sie diesen Winkel fur eine der beiden
Pyramidenflachen, die in der Sonne liegen.

d. In die Pyramide wird eine moglichst grofie Halbkugel einbeschrieben. Deren flache
Seite liegt in der x;1-Xo-Ebene. Berechnen Sie den Radius der Kugel, geben Sie die Ko-
ordinaten eines Beriihrpunktes an und erldutern Sie Ihren Losungsweg.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe orientiert sich an den Leitideen Raumliches Strukturieren/Koordinatisieren und Model-
lieren. Die Aufgabe Uberprift die Fahigkeit, sich in ein rdumliches Problem hinein zu denken und
dieses zu strukturieren. Bei der Losung des Problems ist ein standiger Wechsel zwischen den Darstel-
lungsebenen (grafisch und symbolisch) erforderlich, was ein gutes rdumliches Vorstellungsvermdgen
voraussetzt. Es wird die Darstellung der Situation auf einem Blatt eingefordert. Diese verlangt kon-
zentriertes Arbeiten und prézise Zeichnungen.

Bezug zum Lehrplan

Die Ublichen Verfahren zur Untersuchung von Geraden und Ebenen (Punkt-Richtungsform und Koor-
dinatengleichung), der Normalenvektor, das Skalarprodukt und die Berechnung von Langen und Win-
keln (12 11) werden benétigt. Die offene Aufgabenstellung an einem realen Objekt ermdglicht unter-
schiedliche Lésungswege, die aber zum gleichen Ergebnis fihren. Im letzten Teil wird die Lagebezie-
hung zwischen Kugel und Ebene untersucht (1211**).

II1. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen I | IT | IIT | Bezug zum Lehrplan
a. | Zundchst miissen die Daten (Koordinaten der Pyrami-

denpunkte und Abmessungen der Stufe) der Zeichnung Vektoren

entnommen und die entsprechenden Punkte definiert

werden.

Die Gleichung der Gerade durch die Spitze wird ermit- Parameterdarstellung

telt und nachgeprift, dass die Punkte P und Q auf der einer Geraden

Geraden liegen.
Lagebeziehung von
Punkt und Gerade

i P il \
—-r_f’,.——%é T e
Mit dem Lineal 1&sst sich begriinden, dass die Dreiecke 2| a 0
P3P4S und P1P4S in der Sonne liegen.
b. | Um den Schatten zeichnen zu kdnnen, mussen die
Schnittpunkte mit den Kanten berechnet werden. Parameterdarstellung
Dazu wird die Ebene, die durch den Sonnenstrahl SP einer Ebene
und die Pyramidenkante SP3 gebildet wird betrachtet
und ihre Gleichung in Punkt-Richtungsform bestimmt. Lagebeziehung von
Die Stufenkanten werden durch einfache Gleichungen Geraden und einer Ebe-
(z. B.x, = -4 und x3=2) beschrieben. ne
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Die Schnittpunkte der Stufenkanten mit der Ebene wer-
den berechnet und gezeichnet.

2 3
Die Ubrigen Punkte | —4 | und | —4 | werden als
0 2

Schnittpunkte der Stufenkanten mit der durch SP und
der Pyramidenkante SP1 aufgespannten Ebene berech-
net und eingezeichnet.

& , [ i

Parameterdarstellung
einer Ebene

Lagebeziehung von
Geraden und einer Ebe-
ne

Die Schiiler missen erkennen, dass z. B. die Flache
P3P4S ,,in der Sonne liegt”. Sie beschreiben das Ver-
fahren der Winkelberechnung. Um den Winkel zu be-
rechnen, wird zunéchst ein Normalenvektor der Ebene
bestimmt, der ,,nach innen* gerichtet ist.

Mit diesem Vektor und dem Richtungsvektor v der
Sonnenstrahlen wird der eingeschlossene Winkel be-
rechnet (15.9°). Der gesuchte Winkel ist dann 74.1°

n:= [0, -3, -1]

nev 1742

Inl«]v] 25

1742
o = ACDS
25

Skalarprodukt
Orthogonalitét von

Vektoren

Winkel zwischen zwei
Vektoren

Interpretation der L§-
sung

Die Sch. erkennen, dass der Mittelpunkt der Kugel im
2

Punkt M = | 2 | liegt und dass die Gerade durch diesen
0

Punkt und den Berihrpunkt senkrecht auf der Flache
steht. Mit der Geraden durch M und Richtungsvektor n
wird der Schnittpunkt T1 mit der Pyramidenfléache be-

rechnet.
19 3
L2, —, —
5 5

Der Abstand von T1 und M liefert den gesuchten Radi-
us.

Lagebeziehung zwi-
schen Kugel und Ebene

Abstandsberechnung
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