Vorbereitung fiir die Abiturpriifung (GK). Lésungen
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1 Ganzrationale Funktionen
1.1 Funktionsuntersuchung

1.1.1 Aufgabe

Lésung.

a) NS: 3; 0,5, —4; S,(0;6)

b) NS: 0; =+4; =£2,5; S5,(0;0)

c) NS: 0; =£3; 5,(0;0)

d)NS: 0; 1++v13~4,61; 1-+13~-2,61; S,(0;0)

1.1.2 Aufgabe

Lésung.

a) TP(2; —2%); HP(-4;7%); WP(-1%;24%)

b) HP(0;0); TPy (2; —22); TP(-1;-5); WP(:+

12

1.1.3 Aufgabe
Losunyg.

a) Achsensymmetrisch zur y-Achse;

5i~—153);  WP(5 -

NS: 2; -2 EP: TP(0; —36); keine WP;
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b) Punktsymmetrisch zum Ursprung;
x — 400, f(z) = +00; ¥ — —o0, f(x) — —oc;

NS: 0; ~£0,92; =~ 1,82

EP:  HP/(-1,5;1,8); HP0,5;~0,73); TP(1,5; -1,8); TPy(—0,5;~ —0,73)
WP: WP (0;0); WPy(=~—-1,12;=0,75); WP3(=1,12;~ —0,75)
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1.2 Integralrechnung

1.2.1 Aufgabe

Liosung. Fy und Fj sind Stammfunktionen zu f. O

1.2.2 Aufgabe

Lésung.
a) —4; b)322 FE=32,75FE; ¢)81FE=825FF O

1.2.3 Aufgabe

Losung.
a) Schnittstellen: 0; 2; 3, 5; A =418 FE ~ 4,88 FF;

b) Schnittstellen:  0; 2; —2 1; A=92FE~9,76FE. O

1.3 Funktionenschar

1.3.1 Aufgabe

Lésung.
a) NS: 0; 2a; —5a; b) TP(~0,54; ~ —3,02); HP(~—1,54;~15,02); WP(-0,5;6) c¢)A=407«*FE. O

1.4 Vermischte Aufgaben

1.4.1 Aufgabe

Losunyg.
a) fi(z) =0 <— —%m(wQ—tx—¥):0 — 2=0 VvV z2?- —%zO =
’JL‘1:O7 2172:%75, I’gifét

b)t=2 = folz)=-a°+222+32 =
fé(x):*3$2+4x+2 Y(z) = -6z + 4 J

Extrema: fi(z) =0 <+= -322+42+3=0 <+ arngi,/% -

mogliche Extremstellen bei 21 = % ~ 1,87, Ty = 2*§/ﬁ ~ —0,54



Art und Lage:
f//(2+f) -2V/13<0 = =z= M ist eine Hochpunktstelle

[ (3= ‘ﬁ) 2/13>0 — ao=2= \ﬁ ist eine Tiefpunktstelle
= H(1,87;6,06) Hochpunkt und 7'(—0,54; —0, 88) Tiefpunkt.

Wendepunkte: f5'(x) =0 = br+4=0 <= I A4
z = 2 mégliche Wendestelle. WA

Art und Lage: f. m( ) =—6#0 = z= % Wendestelle 4/ I'.
(Links-Rechts- Krummungswechsel) \ '

= W(%, 2, 59) Wendepunkt. '

Wendetangente: Punkt-Steigungsform y — y; = m(z — z1),
wobei W(xy; y1) = W(%, 2759> und m — fé(%) ~ 4,33 |
= t(x) = 4,33z — 0,299. '

Graphen:
c)
0 2 3 2 3
t t 3t t 3t 0 7 7
Ai(t) = e L2 ) de| = || =22t o 2 £ = 45
() ‘/_( o g ) e H 8x+6 +16x}_g se1l" = 38
3t
Tt 2, 3t t 2 3t 1% 135 135
0= [ e Sy [ s S]] - - 2
1) /0 P T ) de 3T T T o | T el T3
= A(t) = Ai(t) + Ag(t) = 12¢° = Lt = A(2) =112
d) Ganzrationale Funktion 2. Grades: f(x) = az® + bz +¢; a #0; f'(x) = 2ax + b;
(1) # = 2 = Wendestelle von f; = Hochpunktstelle von f = f((3)=3a+b=0 < b=—3a

(2)(0;00eGy = ¢=0

Damit nimmt f die Form an:  f(x) = az? — %ax und der Graph der Funktion schliefft mit der 1. Achse eine Fliche
von % FE ein (wegen des Hochpunktes ist die Flidche oberhalb der 1. Achse, also positiv).

4
3 5 4 128 32 128
— —azx)dx = — ——a=— =—4
/0 (az 3ax) v=or =3 & ¢
= b= % =  Funktionsgleichung: f(z) = —422 + ?. O
1.4.2 Aufgabe
Lésung.
a) Ganzrationale Funktion 3. Grades:  f(z) = az® +b2®> +cx +d; a#0 f'(z) = 3ax? + 2bc + ¢
f(0) =0 d=0 (geht durch den Ursprung)
1(0) = f'(4) c=48a+8b+c (parallele Tangenten)
=
() =0 3a+2b+c=0 (Tangente parallel zur 1. Achse)
fol f(x)de = i 24lictd= (Fliche)

1
1
a=1; b=-6; ¢c=9; d=0 =  Funktionsgleichung: f(z) = 2% — 622 + 9.
b) Schnittpunkt mit der y-Achse:  f;(0) =0: S,(0;0);

Schnittpunkte mit der z-Achse:  fi(z) =0 <= 0=xz(t?2?> —6tx +9) <= 0==x(tz—3)?2

< r1 =0, x9=1x3= — Nl(O;O)ZSy; NQ(%

o+l

0)



Extrempunkte:  f/(z) = 3t22? — 12tz +9; '(x) = 6t2x — 12t; ' (z) = 6t%
fllz)=0 <= 3t222—12tz+9=0 <= 2= %, To = % mogliche Extremstellen;
t”(% =-—6t<0,dat>0 = relative Hochpunktstelle bei %;

/(2=6t>0,dat>0 = relative Tiefpunktstelle bei ;
1.4

== Ht(? ; ;) relativer Hochpunkt und Tt(% ; O) = Ns relativer Tiefpunkt.

Wendepunkte:  f/'(z) =0 <= 612z —12t=0 <<= z=2;

V() =60 0 = W3 ) Wondepuk

Graph G von fi(x) = 23 — 622 + 9x

c) fi(x) = 2% — 622 + 9z; Nullstellen: 2; =0; 29 =3

8 27
Az/ (x3—6x2—|—9m)dx=€FE
0

Wendepunkt ist W1(2; 2);
Ursprungsgerade durch Wi ist also g(z) = x, wegen m =

NN

Schnittstellen:  fi(z) = g(z) <= 2°—-622+9r =2
— 23-622+8c=0

<~ x1=0, z2=2, x3=4 ¢ des betroffenen Intervalls.

Flache zwischen G; und Graph der Geraden:

2
/ (2% — 622 +82)dr =4FF —
0

Teilungsverhiltnis: 7 1= %, da der Fldcheninhalt zwischen
4

dem Graphen der Geraden, Gy und der z-Achse (47 — 4) betrégt.

d) fi(x) =223 —6tz2 + 92  und  f(x) = 0,252 — 322 + 9z.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt:
aus —6t = —3 ist t=1, damitistt®=1=0,25 erfiillt.

1.4.3 Aufgabe

Lésung.

. f@)=a® —a
a) Definitionsbereich: D =R
Verhalten im Unendlichen: x — —oo,  f(x) — —o0; x— 400, f(z)— +o0
Symmetrie: Punktsymmetrie zum Ursprung, da der Funktionsterm nur gerade Exponenten enthélt;
Achsenschnittpunkte: y-Achsenabschnitt: S, (0; 0);  Nullstellen: N;(0; 0), N2(1;0), N3(—1;0)
Extrempunkte: TP(0,577; —0,385), HP(—0,577; 0,385)
Wendepunkte: W P(0; 0)
Wertebereich: W =R
¢) Rotationsvolumen:  V,o1 = 25,37TVE



e g(x) = 3zt — 82® + 622
a) Definitionsbereich: D =R

Verhalten im Unendlichen: x — —oo,  f(z) — oo; flz) = 400

Symmetrie: Weder Punktsymmetrie zum Ursprung noch Achsensymmetrie zur y-Achse, da der Funktionsterm
gerade und ungerade Exponenten enthélt;

xr — +00,

Achsenschnittpunkte: y-Achsenabschnitt:

Sy(0; 0);

Nullstellen:

Eztrempunkte: TP(0;0), HP(-0,577;0,385)
Wendepunkte: W Pi(1; 1) = Sattelpunkt; WPQ(% ; %)
Wertebereich: W =RT

N(0; 0) (doppelt)

I: T {

1.4.4 Aufgabe

Lésunyg.
a) Achsenschnittpunkte: S,(0; 0) = N1(0; 0);

falls 49b% — 22b > 0, gibt es die zusitzlichen Schnittpunkte mit der 2-Achse:
N, (7b /4902 — 22h; 0); Ns (7b — AL — 220 0);
b) fos(z) = 1,523 — 10,522 + 16, 5x



Achsenschnittpunkte: y-Achsenabschnitt: S, (0; 0)
Nullstellen: ~ N1(0; 0);  N2(2,38;0);  N3(4,62; 0);
HP(1;7,5); TP(3,67; —6,72)

c¢) Extrempunkte:

e) Wendetangente:

f)

f1)

Wendepunkte: WP(
y=—8r+19%

6. 1) = WP(2,33; 0,39)

f2)

( Ax) =1,52% — 1022 + 142

, Nullstellen von A(z):

14
) 21=0, x2=2, 23=7%

| A=A+ Ay =T7,33FE + 15,8 FE = 23,13 FE




2 e-Funktionen

2.1 Funktionsuntersuchung

2.1.1 Aufgabe

Lésung.

() = —10e” 4 2€27; F(z) = 25z — 10e” + $€2* + C; r1 =1In5

e) f'(x) = e %% (22 — ka? — ke)

f) f'(x) 3e T (t2 + e )2

§) f'(x) = 2twets

h) f/(z) =3¢ "(1 4 e 2*%2); keine Nullstellen fiir die 1. Ableitung

2.1.3 Aufgabe

Lésung.

D) N(0;0) =8y T(3;-3€%);  W(l;=€®);  z— oo, f(z) = 0;

2.2 Integralrechnung

2.2.1 Aufgabe

Losunyg.
a) —& +1~0,9 b)) =15 ¢ =38  d)~129

2.3 Funktionenschar

2.3.1 Aufgabe

Losung.

a)a~=97; k=0,14; 97°C; 195°C; 1,5°C; 0; Nein;
b) a =10°C.

2.4 Vermischte Aufgaben

2.4.1 Aufgabe
Losunyg.

a) k=2 = fo(z)=2z%e 1P

Schnittpunkt mit der y-Achse: x =10 =  f(0)=0 = 5,(0;0)

a) Sy(0; —27); N(—1n4; 0) = Wry; Wg(—ln%; —19); x — +00, f(x) — —64;
N

x — —o0, f(z) — +oo.

x — —00, f(x) = +oo.

O



Schnittpunkte mit der z-Achse:  f(z) =0 = 2% "5 =0 /:27""° — 22=0 =

x1 = x9 = 0 doppelte Nullstelle — S,(0; 0)
Ableitungen (Produkt- und Kettenregel):  fi(x) = 4z - e72T15 4 222 . 7215 . (1) = 2e7oH15 (22 — 22)
J(x) =275 (=1) - (22 — 22) + 2e72FL5 . (2 — 22) = 2715 (=22 + 22 4+ 2 — 22) = 26 TF 1O (22 — 4 + 2)
fi(x) = 2e7 5 (=1) - (22 — 4o + 2) + 2715 . (22 — 4) = 2e =15 (—2? + 62 — 6)
Extrempunkte:
Notwendinge Bedingung ~ fj(z) =0 <= 21522 -22)=0 < 22-22=0
<~ 11 =0, z9 =2 mogliche Extremstellen;
Hinreichende Bedingung  f§/(z) S 0
J(0) =2e15-2=4e!® >0 = 2=0 Tiefpunktstelle
P(2)=2e795.(22 -4-242) = -4 %5 <0 = =2 Hochpunktstelle
f2(00=0 == TP(0;0) Tiefpunkt
f2(2) =2-22. 705 =805~ 4,85 = HP(2;4,85) Hochpunkt
Wendepunkte:
Notwendige Bedingung: fY(z) =0 <<= 27 *"5@2-42+2)=0 < 2°-42+2=0
= 1;=2-V2~0,586, x3=2++2~3,414 mogliche Wendestellen
Hinreichende Bedingung: f4"(x) # 0
27(0,586) = —14,10£#0 = 1 =0,586 Wendestelle;
17(3,414) = 0,83 #0 = a9 = 3,414 Wendestelle;

£2(0,586) ~ 1,713 = WP, (0,586 1,713); £2(3,414) ~ 3,438 = WPy(3,414; 3,438)
Verhaltem im Unendlichen:

x— —o0, f(z)— +oo; x— 400, f(r)—0 = y=0 waagerechte Asymptote bei +oco
Symmetrieverhalten:

f(—x) =222e*t15 #£ f(z) = keine Achsensymmetrie zur y-Achse;

f(—x) =222e*t15 £ —f(r) == keine Punktsymmetrie zum Ursprung;

Graph von f; im Bereich -1 < <6: fa(—=1) ~ 24,36;  f2(6) ~ 0,79
b) Tiefpunkt TP(0; 0); m=f3(0)=0 = t(z)=0
0 Wendepunkt WPy (0,586 ; 1,713):

Punkt-Steigungsform  y —y; = m(z — x1);

. m = f}(0,586) = 4,13

—  t(z)=4,13z - 0,71

Wendepunkt W P (3,414 ; 3,438):

Punkt-Steigungsform  y —y; = m(z — x1);

m = f5(3,414) = —1,424

—  t(z) = —1,4247 + 8,3




fi(x) = ke=*t15(22 — ?) () = ke~ ®+15(22 — 41 4 2).

c)
filx)=0 «— 2r—22=0 <= 2;=0; x5=2 mogliche Extremstellen (unabhiingig von k).

1) =

=4ke'® >0, dak>0 = T(0;0) lokaler Tiefpunkt.

~4ke™05 <0, dak>0 = H(2;4ke ") lokaler Hochpunkt ( £r(2) = 4ke*075).

Alle Hochpunkte liegen auf der Geraden x =2 (Ortslinie).

d) Erste Losung:

Fi(z) =

=

—ke LS (1) (422 4 2) + (ke ™) - (204 2) = kafe TP = fi(x)

F; Stammfunktion zu fj

Fj(z) = e 15 4 (=2zk)e 215 . (=1) + 0 = 2kze " 15 (2 — 1) # fr(x)

=

F5 keine Stammfunktion zu fi

Zweite Losung (Partielle Integration): /u’ R T /u '

/fk(x)dx

= /k‘m2e*z+1’5 dx

_ ’ _ _
= (—e '”H’E’) cka? dr = —e "0 ka? — [ —e TP 2k do
~ —_—— =~ —_—— <~

v u v u v’
u/

= —kgle L5 4 /efz+1’5-2ka:dx = —kgle LS 4 /(—67””+1’5)/-2km dx
~— =~
u’ v
= —kxle *tl5 4 (*671+1’5)~2k17 — /7671+1’5' 2k dx
v

u

= —kaZe 15 — 2kge LS 4 21{:/6_”“’5 dx

u v’

= —ka?e "TLS — 2kge TS — 2ke IS = — ke TP (22 4204+ 2) = Fi(x)

= [} Stammfunktion zu f; F5 keine Stammfunktion zu fy

/ fr(x)dz =5, weil fj eine positive Funktion ist.

‘/ﬁ

f) A=

2.4.2

—et15 (42 4 op 4 2)} = <fke’0’5(4 iy 2)) - (fkel"t’ : 2) = —10ke™ 4+ 2kel?
—10ke 05 4 2%kel S =5 — k<—106_075 n 2e175) -5 = k=5: (—106—075 n 261’5> ~ 1,72

o o
/ folz)da = [7267””“’5@2 + 20+ 2)] =0 — (—2¢"9.2) = 4¢1° ~ 17,9 FE. O
0 0

Aufgabe

Lésung.  a) fs(z) = (z + 3)e 2®

o) @ — —00,  fylw) = —oo

x— 400, f3(x) >0 = y=0 waagerechte Asymptote bei +00.

ag) Sy:
Sy

r=0 = f3(00=3"=3 S5,(0;3)
fa(z) =0 = (z+3)e =0 = x43=0 =— z=-3 = S5,(-3;0)

as) fi(w) =1 €5+ (3 4+3) 75 (=) =e 2 (1 - go—§) =e 3 (—gz—3) = —3e " (z + 1)

)
§@) = —de b () @+ )+ (he3) 1= demde(cde - b4 1) = ~debo(da 4 ) = debie 1)
_|_

Extrema: fi(z)=0 = =z

1=0 = z=—1 mogliche Extremstelle; f3(—1) = 2z ~ 3,297

10



Y(~1)=1te2(-2) <0 = H(~1;2,297) lokaler Hochpunkt.
ag) ff(r)=0 = =x—-1=0 = 2z =1 Wendestelle (auf den Nachweis mit f§’ wird verzichtet);
f3(1) =4e "2 ~ 2,426 W(1; 2,426) Wendepunkt.

a5)

- s, r:l-.-a CEERITI e [rim | Banpisssen [Foasiominion et iHnen
ag) Erste Losung:
Fi(z) = —2¢ 2% . (=% (@+5)+ (—26’%‘"’3) c1=2e”

= F3 Stammfunktion von f3.

"(prt+5-1) =23 (32 4 3) = e (x+3) = f(2)

Nl

Zweite Losung (Partielle Integration): /u/ v=uv— /u 0
/f(:c) dx = /(:v + 3)67%93 de =

= /(—2e*%z)/-(x+3) doe = —Qe*%I'(x+3)—/(—267%I)~\1,/ dx =

’
u’ v u v u v

= —2e2%(x +3)+ 2/67%96 dx = —267%96(11 +3)+ 2(—267%1) = —Qeféx(x +5) =

= F3(x)
ar) A= ’ f3(x) do = [—26—%% +5)]", = (~2¢°-5) — (~2¢% - 2) = 10 + 4e¥ ~ 7,927
-3
ag) A(z) = OZ fa(x)dx = [—26_%'%(1‘ + 5)}; = (—26 (2 + 5)) — (—2¢"-5) = —26_%2(2 +5)+10

w3
—
8
S~—"
|
@
Nl
8
\
N[
S~—
—
[a—y
\
o[
8
\
N[
S~—
+
@
™
8
—
\
N|—=
~—
I
m\
[N
8
\
N[
+
=
8
+
e
\
N|—=
SN—
Il
m\
N
8
—~
\
—_
+
N
8
+
e
~—

—> x =2—a Hochpunktstelle
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fa@—a)=(2—a+a)e 2% =2 2o = %e%a =  H,(2—a; %e%a)
H, liegt auf der y-Achse <= 2—-a=0 <<= a=2;

Fira=2 = H(0;2)¢€ y-Achse.

2.4.3 Aufgabe

Losunyg.
a) Verhalten im Unendlichen:

x— —oo, f(z)—0

x— 400, f(z)—0

=  y = 0 waagerechte Asymptote bei +o00

Achsenschnittpunkte: S,(0; 0) = N(0; 0)

Symmetrie: Punktsymmetrie zum Ursprung, da f(—z) = — f(x)

Ableitungen: fl(x)=(5—b22) e 27, f(z) = ba(x? —3) - em27; f"(x) = =5(x* — 622 4 3) - =2
Extrempunkte: TP(—1; —3,033), HP(1; 3,033)

Wendepunkte: WP (—/3; —1,93), WPy(0;0), WPs(+/3;1,93)

Definitionsbereich: D =R

Wertebereich: W = [—3,033; 3,033]

b)

45 -4 45 . 26 2 |15 A 05 05 11 15 20 25 3 35 4 45 5

/

L
Bl
F]
B
&

¢) Nr. (2) ist Stammfunktion zu f, da gilt: F'(z) = =5 - em37 . (—x) = bre 2% = f(x).

V3

V3

d A=2- / f(z)dx = [2 . (—56_%12)] ~T7,769FF, da f punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

0
0

12



2.4.4 Aufgabe

Lésunyg.

z) = —2e%" 4 2ae" =2 " (—e"" +a)
/() =4e % — 2ae”" =2e " (2e7" — a)

V(z) = —8e72 + 2ae™" = 2¢~"(—4e™" + a)

b) N(—In2;0); S,(0;1); TP(-In2;0); WP(0;1)

lim fo(x) =4 = y =4 waagerechte Asymptote gegen +oo.

r——+00

c) —
d) TP(—1Ina; 0) Die Verkaufszahl betrégt 0 Stiick.

e) lim f,(z)=a?

r—00

f) /04 Fola) da ~ 12,6

Die Summe betréigt ca. 12,6 Tausend Stiick.

k

1
g) /0 fo(z)dz = ~ 510 +0,5
k

1
—2x
dr =——=+0,5
/Oe T 2610—1—,

k=5 =— Nach dem Monat Mai werden etwa 0,49998 Tausend Stiick verkauft worden sein.
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3 Stochastik
3.1 Vermischte Aufgaben

3.1.1 Aufgabe
Siehe Buch.

3.1.2 Aufgabe

Losunyg.
a)n=60, S=1{1,2,3,4,5}, kein Laplace Versuch;
k 1 3 4 5

hl) | &% % % 15w
c) T =3,13, 3% = 1,85, s=+/1,85=1,36
d) P(X =4)=26,7% e) P(X >2)=281,7%
O
3.1.3 Aufgabe
Losunyg.
P(Treffer Jager 1) = 0,3 P(Treffer Jager 2) = 0,5
P(E, U Ey) = P(Ey) + P(Es) — P(Ey N Ey) = 0,3+ 0,5— 0,15 = 0, 65.
Andere Losung: Baumdiagramm O
3.1.4 Aufgabe
Losunyg.
a) X: Ausgabe fiir die Lose (3, 6, 9); E(X) = 8,13
b) a der Lospreis; a>12,91€ O

3.1.5 Aufgabe
a) P(Huskies) = 0,3 P(Lions) =0,7 maximal n = 5; Bernoulli-Versuch;  kein Laplace-Versuch;
qualitatives Merkmal: Spielausgang; Ausprigungen: Huskies-Sieg bzw. Lions-Sieg; Spielstand: Huskies : Lions

¢) P(Sieg/Niederlage in vier Spielen) = 3-P(1:3)+3-P(3:1) = 36,54% O

3.1.6 Aufgabe
a) P(T)=0,4; P(N)=0,6; kein Laplace Versuch; Bernoulli Versuch
S={(N,N,N,N); (N,N,N,T); ... (T,T,T,T)} 2*=16 Elemente; E; = S\ {(N,N,N,N)}

b) P(E1) = B(4;0,4; 4) = 2,56% P(E,) = B(4; 0,4; 1) = 34,56% O

14



3.1.7 Aufgabe

Bernoulli Versuch; Erfolg = “durchkommen”; p=20,7; ¢=0,3
P(E)) = B(8;0,7;8) = (3) - 0,7%-0,3° = 5,8%

P(E5) = P(“6mal durchkommen”) = B(8; 0,7; 6) = 0,2965
P(B3) = 1— (P(X =8)+ P(X = 7) + P(X = 6)) ~ 0,448

3.1.8 Aufgabe

a) 4-stufiger Versuch;  P(2;2;2;1) =40,9%; P(2)=3; P(l) =14 kein Laplace Versuch

b) Bernoulli-Versuch mit 18 Wiederholungen; p=0,01; ¢=0,99; P(X =12)= P(12 Erfolge); 7=
c¢) P(rot) = 3;  P(blau) = 1;
Zufallsversuch mit 3 roten und einer blauen Kugel; Ziehen mit Zuriicklegen (auch Bernoulli Versuch méglich)

3.1.9 Aufgabe
Bernoulli-Versuch; n=9; p=0,7; P(X=k)=DB(n,p,k), k=0,1,...,9
— P(X =0)=1,968-10"% ...; P(X =9)=0,0404

3.1.10 Aufgabe

Lésung.

a) P({1}) =5 P{2)=5 P({8)=3

aa) X: Anzahl der Wiirfe mit der Zahl 1; 6stufiger Bernoulli Versuch: p = %, q=

oolut

P(X =5)=B(6,25 =% (2)" (2)" ~0,0278 = 2,78%

ab) X: Anzahl der Wiirfe mit der Zahl 2; 6stufiger Bernoulli Versuch: p = %, q= %

P(X22):P(X:2)+P(X:3)+P(X:4)+P(X:5)+P(X:6):1—(P(X:0)+P(X:1))

S (RO R B
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b) P(E1) = p2 + ps =
= 12112 _2_0375-375%

P(E;) = ps + p3s + ps =

_ 12 3 4 _ 19 _ —
— g3 41999729 7%

3.4 1 _ 12 —
) P{1,2,3}) =2 -3 5§ =35 ~0,0234=2,34%

da) P(A) = p1 + ps + ps + po + pro + p11 = 4

P(B)=p3+p4+p10=£

P(R) = p2 + pr + p12 =

A ist im Vorteil.

db)

X: Gewinn von A

14 112

8 32 32
18

0 35 0

E(X)=142=3,5€

= E(Y)=EX) =  a=35 =
Wenn B gewinnt, muss A an B 11,20€ zahlen.

Wahrscheinlichkeiten

P11 =35
p2 =
p3 =35
P4 = %
Ps = =
P6 = =
P =35
p8 = 3%
Po =35
1710=:%2
1711=3712
P12 = o5

Y: Gewinn von B

yi | PY =wi) | yi- P(Y =)

10 10
a 39 3*2(1
22
0 55 0
_ 10
a=11,2

16

Gewinner

A

o W =

W= = =
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e)
X: Gewinn

x; P(X =) x; - P(X = ;)
a=1 |pit+pi=3 L -1)
a2 | mip=F|  Ha-2 "
a—3 | pst+ps=gg a1(a—3) 48
a
20—-1| pr=2 2(2a—1)
1/8
20—-2 | ps=gy (20 -2)
2a — 3 Po =51 & (2a - 3)

= FEX)=a =

Bei einem Einsatz von 14€

3.1.11 Aufgabe

Lésunyg.

a) X: Augensumme AS

E(X) — T72a-112 €

64

72a—112

2 =a — a=14

ist das Spiel auf lange Sicht fair.

17
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Endguthaben
a—1
a—2
a—3
a—1
a—2
a—3
2a —1
2a — 2
2a -3



Wahrscheinlichkeitsverteilung:

k | P(X =k)
43

51

6 | 3

8 |3

9 1%

12| 1

b) A ={AS4; AS6; AS12}
P(A)=P(X =4)+ P(X =6) + P(X =12) = ;5 ~ 38,9%

B = {AS4; AS5; AS6}
P(B)=P(X =4)+ P(X =5) + P(X =6) = + = 25%

C = ANB = {AS4; AS6)}

P(C)=P(X =4)+P(X =6) = 3 ~ 13,9%

C = {AS5; AS8; AS9; AS12}.

c¢) Ereignis D: Bei drei Ziehungen tritt mindestens einmal die Zahl 6 auf.
Gegenereignis D: Bei drei Ziehungen tritt keine 6 auf.

..

2 .

6 (&)
i
3 : 2 '-
(6) (®) (&) 3
1 \ 1 1 ,"h‘x i il \ | 1 ;’; Mo
_,I’ \\ & _,I’ \\
® ® © ® & & & ®

P(D)=1-P(D)=1-0,5>=0,875 = 87,5%
d) Es muss mindestens 5mal gezogen werden.

e) P(D)=287,5% (siehe d)).
Y: Anzahl der “Zahl 6” bei sechs Ziehungen.
Y ist binomialverteilt mit n = 6 und p =0, 5.

P(Y >2)=1-P(Y <1) = 89,06%.

Es ist also wahrscheinlicher bei 6 Ziehungen mindestens zweimal eine 6 als bei drei Ziehungen mindestens einmal
eine 6 zu ziehen.
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N

@

YN AN

® 6 ® e @

Ereignis G: Es sind genau zwei Kugeln mit der Zahl 6 dabei; G = {666; 666; 666}

P(G) = 45%

g) X: Gewinn des Gliicksspielers in €.

k| P(X =k) k(X = k)
0 3 0
6 3 1
=1 -3
1 E(X)=-3-1,5

Der Gliicksspieler muss also langfristig mit einem Verlust von 1,5€ rechnen.

h) e Einsatz in €.

| P(X=k| k(X=k)
5—e % 556
11—e 3 ile
| 3 -5
R P S
E(X) = % =0 = e= 26—1 = 3,5 Bei einem Einsatz von etwa 3,5€ erwartet der Gliicksspieler keinen

Gewinn/Verlust, der Spielleiter also auch keinen Gewinn/Verlust.

i) Anzahl Moglichkeiten = 6 - (g) -1 =60.

Begriindung: es gibt 6 mogliche Positionen fiir die 3 und (g) Moglichkeiten fiir die beiden Kugeln mit Augenzahl
2. Die drei Kugeln mit Augenzahl 3 kommen dann auf die iibrigen Positionen, also eine Méglichkeit.

O
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4 Analytische Geometrie und Lineare Algebra
4.1 Punkte und Geraden

4.1.1 Aufgabe

Lésung.
1 2
— — — —
AP<—2> AB<—4> AP::%AB
3 6
O
4.1.2 Aufgabe
Lésung.
— — 3
a) Parallelogramm-Bedingung: AB = DC (: ( -3 )) erfiillt.
3

b) Da AB nicht senkrecht zu AD ist (Skalarprodukt # 0), bilden die angegebenen Punkte keine Eckpunkte fiir ein
Rechteck!

) A=236,98FE. O

4.1.3 Aufgabe

Lé .
= — — — —
ABC ist ein gleichschenkliges Dreieck, da ’AB| = ‘CA|, aber |AB| #* {BC| O

4.1.4 Aufgabe

Lésung.

a) g und h schneiden sich in S(21; —1; 14); ¢ und k sind windschief zueinender; h und k& sind windschief zueinander.
b) g und h schneiden sich in S(1;2;5); ¢ und k sind windschief zueinender;  h und k sind parallel zueinander,
aber nicht identisch.

O

4.2 Ebenen

4.2.1 Aufgabe
Lésung.

— — —
a) PQ, PR und QP sind nicht kollinear zueinander (jeweils).

0 4 2
b)E4: OX = ( 1 ) +)\< 7 ) —|—u< -1 ) Parameterform
2 -2 2

—2x4+2y+32-8=0 Koordinatenform

1 —2 T 0
— 2 |- y | =11 =0 Hesse-Form
v 17( 3 ) ( z > ( 2 )
1 9 1
—
Ep: OX:( 1 >+V<3>+5<1 > Parameterform
1 5 2

r—13y+624+6=0 Koordinatenform

20



— -13 |- Y ) — ( 1 ) =0 Hesse-Form
206 6 e 1

./ 23/6 17/8
¢) E4 und Ep schneiden sich in der Schnittgeraden OX = ( 1/6 ) + )\( 5/8 >
0 1

4.2.2 Aufgabe

Losunyg.
a) Schnittpunkt 5(6; %; —%) b) Schnittpunkt S(5; -10; —2)

4.2.3 Aufgabe

Lésung.

a) Abst(P;E) =1  Abst(R;E) =2 b) Abst(P;E) = L Abst(R;E) =33

Sl

4.3 Vermischte Aufgaben

4.3.1 Aufgabe

Lésung.
a) b)
73, 4,5 1,5
AE :( 3>:,~< 1)
15 12 4
12 —4,5 12 ~1,
BF f:< 0>+s< 3 :< 0>+s<
10 0 12 0
F 15 12
AENBF : 7’( 1):( 0>—|—s<
4 0
L5r + 1,5 = 12
r - S O —
4r  — 45 = 0
8
D T2 6
= fsz< 4) = S(6;4; 16)
16
12
B C
1
¢) My (12512 045, 040} — a1, (12; 45 0); My(%: 4;12)
—4,5 0 0
= — —
Richtungsvektoren: M; My = < 0 ); BC = ( 8 ); FG = ( 2 );
12 0 0

Orthogonalitat zweier Vektoren, wenn das Skalarprodukt 0 ist:

—_— — —4.5 0 —_— —
M Moy * BC = 0 * 8 =0 — MMy L BC
12 0
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—_— — 4,5 0 —_— —
M1M2*FG: 0 * 2 =0 — MMy L F
12 0

Abst(My; M) = /(—4,5)2 + 02 + 122 = 12,816 LE = 128,16 m

d) Die Fliche BCGF ist ein Trapez, da BC || GF und BF }| CG,;
Apcer = BEHOFL | TE NG| == 85212816 = 64,08 FE = 6408 m?
Kosten = 6408 m? - 35-5; = 224280 €.

m2

12 0 —4,5
e) K : f:(0>+/\<8>+u< 3)
0 0 12

0 —4,5
Fiir die Normale der Ebene gilt: 7 % ( 8 ) =0 und 7= < 3 > =0 =
0

S
@

|
wloo
5

—4,5'711 + 3'712 + 12713 =0

%k 8
Wihlen z.B. k=3 — ﬁ( ) O)
3

8

Normalenform: ( 0 ) * 7= (
3

5

1

4

— 1’
f) Richtungsvektor: AE = (

1.5 8

4 ‘1 _ —0,6402 =  a=39,809°.
0
3

'(15 ‘ 438758

12 2 12 —4
g) LM : f:( 4>+/\<0> oder LM; : 9?2( 4>+)\< 0 = a=-16€[-18; 3]
0 8 0 —16
7

’ 0O-ng + 8mny + O0-ng = 0‘

sina =

7,5 6,5 )5 —4
LM, : f:( 4>+)\< 0) oder LM; : f:( 4>+/\< 0) — a=% €[-18;3
12 —4 12 32

Weiterer Losungsweg: M; muss auf der Schargerade liegen:

12 14 —4
< 4):( 4)—1—)\( O) = A=12 und 0=8+1a = a=-16€[-18;3]
0 8 a

Sinngemé&f mit M.

4.3.2 Aufgabe

Lésung.

a) A(32;12;8), B(12;12; 8), C(12; 20; 8), D(32; 6; 12), E(6; 6; 12), F(6; 20; 12).
b) —

22



32 —20 0 12 0 -
C)Elzi":<12>+)\< O>+u<—6>; Eg:i":<12>+)\<8>+u(—
8 0 4 8 0

d 1 2xo + 3x3 = 48, Es: 221 + 3x3 =48

e) 46,19°

f) 9,4m

h) G(8;14;10%)

1 ein

) E
)
)
g) 25,24°
)
i)
i)

N
j) H'(16;9; 10)

4.3.3 Aufgabe

Lésung.

a) A(6;2; -3), B(6;18;-3), C(-4;18;-3), D(—4;2;
K(-2;6;8), L(—2;16;8),
E(6;2;6), F(6;18;6), G(—4;18;6), H(—4;2;6).

~101/30 ~23/10
a) t=UNW = t: 7= ( 151/15 ) +/\< —32/5 >
0 1
b) S1(2;25; —%)
¢) 79,26°
d) S1(2;25;a) und gesucht ist a € R, sodass (515,53) L (BCGF)

= a=-1 und N: 221 —2lx3 =25
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